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1.8   函数的连续性与间断点

1.8.1   函数的连续性

1.8.2   函数的间断点

T t引例：温度 随着时间 的变化
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.,
),(,)()(

00

00

的增量称为自变量在点

内有定义在设函数

xxxx
xUxxUxf

−=

∈∀

∆
δδ

.)(),()( 0 的增量相应于称为函数 xxfxfxfy ∆∆ −=

预备知识

x

y

0 0x xx ∆+0

)(xfy =

x∆
y∆

注：（1）增量可以是正的，也可以是负的

（2） ∆x， ∆y 是一个整体记号
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0 =
0

lim
x

y
→∆
∆

0 00
lim ( ) ( )
x

f x x f x
→

⇔ + =
∆

∆

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
⇔ =

0 00
lim ( ) ( )

x
f x x f x

→
= + −  ∆

∆

1.8.1 函数的连续性

1.函数在一点的连续的定义

定义1.8.1 设函数 y = f (x)在x0的某邻域内有定义，若

0
0lim

∆
∆

→
=

x
y 称函数 y = f(x)在 x0 点处连续。
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0
0lim ( ) ( )

→
=

x x
f x f x

0 0
0 0   ( ) lim ( ) ( ) ( lim )

x x x x
f x x f x f x f x

→ →
⇔ = =续注 在 点连

⇔函数运算与极限运算可交换次序。

定义1.8.2 设函数 y = f (x)在x0的某邻域内有定

义，如果

那么就称函数 y = f (x) 在 x0 点处连续。

函数f(x)在x0点处连续 ⇔∀ε > 0，∃δ > 0，使得当

x－x0 < δ时，恒有f(x) －f(x0)  < ε

0

0

lim ( ) 0, 0,

, ( ) .0
x x

f x A

x x f x A

ε δ

δ ε
→

= ⇔ ∀ > ∃ >

− < − <<

使当

时 恒有
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定义 若 ，则称f(x)在x0处左连续；

若 ，则称f(x)在x0处右连续；

0 0( ) ( )− =f x f x

0 0( ) ( )+ =f x f x

定理1.8.1 f (x)在 x0点处连续的充要条件是 f(x)在 x0

点处既左连续又右连续。

0( )f x x函数 在点 连续

0

0

0

0

lim ( ) ( )

lim ( ) ( )
x x

x x

f x f x

f x f x

+

−

+

→

−

→

=

=

记右极限：

左极限：

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
=

0 0 0( ) ( ) ( )f x f x f x+ −⇔ = =
⇔

注：此定理可用来判别分段函数在分段点的连续性
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例1

.

0
,0,2
,0,2

)(

连续性

处的在讨论函数 =




<−
≥+

= x
xx
xx

xf

解 )2(lim)(lim
00

+=
++ →→

xxf
xx

2= ),0(f=

)2(lim)(lim
00

−=
−− →→

xxf
xx

2−= ),0(f≠

右连续但不左连续 ,

.0)( 处不连续在点故函数 =xxf



7

2. 函数在区间上的连续性

定义1.8.3 若函数 f (x)在开区间 (a ,b )内每一点

处都连续，则称它在开区间(a ,b )内连续；若函数

f (x)在开区间(a ,b )内连续，在区间端点a处右连续，

在b处左连续，则称它在闭区间[a ,b]上连续。

函数 f (x)在区间 I 上连续，可记为f (x) ∈ C( I ).

比如 f (x)∈C[a,b]，表示 f (x)在闭区间[a ,b]上连续。

连续函数的图形是一条连续的曲线。

[ , ] { ( ) : ( ) [ , ] }a b f x f x a bC = 是在 上连续的函数
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1
0 1

1 ( )
( ) ,n n

n

f x n
f x a x a x a D−= + + +

已证：（ ）若 为 次多项式，

，其定义域为

=
→

)(lim
0

xf
xx

).( 0xf

.多项式、有理分式函数在其定义域内连续

( )2 ( ) , ( ), ( ) ,
( )

P xg x P x Q x
Q x

=（ ）若 其中 是多项式

0x D∈当 时，

0 0

( )lim ( ) lim
( )x x x x

P xg x
Q x→ →

=0( ) 0,Q x ≠ 0
0

0

( )
( )

( )
P x

g x
Q x

= =
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  sin ( , )y x= −∞ +∞证明 在例 内连续。

证 0x R∀ ∈

有界量乘以无穷小量

0 ( , )sinx y x C −∞ +∞= ∈由 的任意性可知

02
2

22
∆ ∆sicos n xx x+

=

0 0∆ ∆ sin( ) siny x x x= + −

0siny x x∴ = 在 点连续.

0
0lim

x
y

→
⇒ =

∆
∆

0→02
2

2
2

∆∆
 cos xx x+

⋅
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  sin ( , )y x= −∞ +∞证明 在例 内连续。

证 0x R∀ ∈

0
0, lim

x
y

→
=

∆
∆由两边夹准则

0 ( , )sinx y x C −∞ +∞= ∈由 的任意性可知

02
2

2
2

sincos xx x+
=

∆ ∆

0 00 sin( ) siny x x x≤ = + −∆ ∆

0siny x x∴ = 在 点连续.

0
0lim

x
y

→
⇒ =

∆
∆

2 1
2
x

≤ ⋅ ⋅
∆

0x →∆
2

x∴ < <
π

∆可令 0

0 0

0 0 1.2(3))lim ( ) lim ( ) (
x x x x

f x f x
→ →

= ⇔ = 习题
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0 0

0 0lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
→ →

= ⇔ =

0 0lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
→∞ →∞

= ⇔ =

0

0

lim ( ) 0

0, 0, 0 ,

( ) 0 .

x x
f x

x x

f x

ε δ δ

ε

→
=

⇔ ∀ > ∃ > < − <

− <

使当 时

恒有

0

(

0, 0, 0 ,

0 .)

x x

f x

ε δ δ

ε

⇔ ∀ > ∃ > < − <

− <

使当 时

恒有

0

(lim ) 0
x x

f x
→

⇔ =



12

1.8.2 初等函数的连续性

1   连续函数的运算

证 由连续的定义及极限四则运算法则可证.

定理1.8.2(函数和、差、积、商的连续性)设函

数 f (x), g(x)在x0点连续，则函数 f (x)±g(x) ，

f(x)⋅g(x)， f (x)/g(x) (g(x0) ≠ 0)均在x0点处连续, 且
有： ( )

0
0 0lim ( ) ( ) ( ) ( )

x x
f x g x f x g x

→
± = ±

( )
0

0 0lim ( ) ( ) ( ) ( )
x x

f x g x f x g x
→

= 

0

0

0

( )( )lim
( ) ( )x x

f xf x
g x g x→

 
= 
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定理1.8.3 (复合函数的连续性)设函数u＝ϕ(x)在x＝x0

点处连续，且ϕ(x0) ＝u0 ，而函数y = f(u)在u=u0点处

连续，则复合函数y＝f(ϕ(x)) 在x＝x0 点处连续, 且有

0

( ( )m )li
→

ϕ
x x

f x
0

lim ( )
→

=
u u

f u 0( )= f u

0( ( ))= f xϕ
0

( )lim ( )
→

= ϕ
x x

xf

( ( )).u xϕ=
意义：对于由连续函数复合而成函数，求其极限时可以

用变量代换

由定理知它 的复合函们 数

sin( )
2

y x π
= + cos x= ( , )−∞ + ∞在 上也是 的连续

例 由于函数 y = sin u 和 在 (-∞,+∞)

上连续，
2
π

= +u x
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  sin ,cos ( , )x x −∞ +∞已知 在 内连续，

2
( ) ,x n n Zπ

π≠ + ∈即 时连续

0sintan cos
cos

xx x
x

= ≠在

coscot ( )
sin

xx x n n Z
x

π= ≠ ∈在 时连续。

由函 和、差、 、商的 性数 积 连续

1 0sec cos
cos

x x
x

= ≠在

2
( )x n n Z≠ + ∈

π
π即 时连续
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定理1.8.4 (反函数的存在与连续性) 若函数

y＝f (x)在区间Ix上单调增加(或单调减少)且连续，

则它的反函数 x ＝ ϕ (y) 存在，且在相应区间

Iy＝{y | y =f (x) , x∈Ix}上也是单调增加(或单调减少)
且连续的。

  1
2 2

( ) sin [ , ]y x π π
= −因 在 上连续例如 、单调增加，

2 0( ) cos [ , ] ,y x π=因 在 上连续、单调减少

1 1arcsin [ , ]y x= −故 在 上连续、单调增加。

1 1arccos [ , ]y x= −故 在 上连续、单调减少。
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2 初等函数的连续性

定理1.8.5 基本初等函数在其定义域内都连续。

基本初等函数包括：幂函数、 指数函数、 对数

函数、 三角函数、 反三角函数。

       

2

  1( ) sin

sin coscos sin( ) tan cot
sin

arcsin arccos arctan arccot

x

x xx x x x
cosx x

x x x x

= + = =
π

由 的连续性，因为连续函数经四则运算、

复合运算得到函数仍连续，以及反函数的连续性，

可知函数 、 、 、

、 、 、

证

皆连续。
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初等函数是指：由基本初等函数及常数经过有

限次四则运算和有限次复合运算所构成的并可用一

个式子表示的函数。

0  ( , )logay x C +∞= ∈
运用连续函数的运算定理可得

，

0 1 ,xy a a a= > ≠(2)指数函数 （ , ）

1( )x x x x xy a a a a+∆= − = −∆∆

0 0
1limlim ( )x

x

x

x
ay a

∆ →∆ →
∴ ∆ −= ∆ 0,= y x即 在 处连续,

y x= µ
0

log
( , )

a xa C +∞= ∈µ

1.3-1(4)
P55- 2

习题

书上 例

11, 1,a
a

< < >若0 则
1

10 0
lim lim 1x

xx x
a

a∆
∆ ∆ → ∆ →

 
 

= =
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定理1.8.6 初等函数在其定义区间内连续。

注 (1) 定义区间: 包含在定义域内的区间。

初等函数仅在其定义区间内连续,   在其定义

域内不一定连续，如

,1cos −= xy ,4,2,0: ππ ±±=xD

该函数在定义域内任一点处皆不连续，因为它

在这些点的邻域内没有定义。

,)1( 32 −= xxy ,1,0: ≥= xxD 及

在0点的邻域内没有定义，故它在0处不连续。

1[ , )+∞该函数在区间 上连续。
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2

1

2ln( )lim
arctanx

x x
x→

+ −
如

0 0 2: ( , ), ( , )−∞函数定义区间

4
π

=

(2)  初等函数求极限的方法代入法

0 ( ) ,x f x若 是初等函数 定义区间内一点

极限符号可以与函数符号互换

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
=则

0

( )lim
x x

xf
→

=
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例1
0

log (1 )lim ( 0, 1).a

x

x a a
x→

+
> ≠( 1) 求

1 .
lna

=

1

0
limlog (1 ) x

ax
x

→
= +原式

1

0
log [lim(1 ) ]x

a x
x

→
= +

loga e=

解

0x⇒ →当 时： log (1 ) ~a x+ ln
x
a

ln(1 ) ~x x+
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0

1lim ( 0, 1)
x

x

a a a
x→

−
> ≠( 2) 求

ln .a=

0
lim

log (1 )y
a

y
y→

=
+

原式

解 1 ,xa y− =令 log (1 ),ax y= +则

.0,0 →→ yx 时当

10

1lim
log (1 )

y
y

a y
→

=
+

0x⇒ →当 时：

1 ~xe x−
1 ~xa − lnx a⋅

1
loga e

=
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( )
0

1 1
(3) lim ( )

x

x
x

µ

µ
→

+ −
求 是任意实数

( )1 1,t x µ
= + −解：令 则

0 0x t→ →且当 时， ，

0
lim
x

t
x→

∴ =原极限

0

lnli (1m )
x

x
x

µ
→

+
= µ=

( )0 1 1 ~ xx x µ µ+⇒ −→当 时：

ln(1 ) ln(1 ).x tµ + = +

ln(1 )t t+ 

0

ln(lim 1 )
x

t
x→

=
+
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0

arcsinlim
x

x
x→

( 4) 求

解 arcsin ,u x=令

0

arctanlim =1
x

x
x→

类似地：

arcsin ~ ~ arctan0 x x xx⇒ →当 时：

0
= lim 1

sinu

u
u→
=所以原式

0 0.x u→ →则 时，
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重要的等价无穷小关系

当 x → 0时，成立下列等价无穷小关系：

(1) ~ arcsisin ~ ~ nta ~ arctannx x xx x
211 cos(2 ~

2
) x x−

(3) 1 ~ ~ ln(1 )xe x x− +

( )
1

14) 11 ~( nx x
n

+ − ( )1 1 ~x xµ µ+ −

log (1 ) ~a x+
ln

x
a

1 ~xa − lnx a⋅
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3 1
2 1

2  2 
1

2 lim

x
x

x

x x
x

−
+

→∞

 −
 + 

例 求

2

2
3 1 2

1 1
ln

lim
x x x

x x
x

e
− −
+ +

→∞
=原式

32=
3 1

2 1

2

2
1

lim

lim
x

x
x

x

x x
x

→∞

−
+

→∞

 −
=  + 

2

2
3 1 2

1
lim ln
x

x x x
x x xe →∞

− −
+ +=

解

3 2lne=
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( )( ) ( ( ) 0, ( ) 1)v xu x u x u x> ≠求幂指函数 的极限

lim ( ) 0,lim ( ) ,u x a v x b= > =如果 那么

( )lim ( )v xu x

lnb ae=

( )ln ( )lim v x u xe=

lim ( )ln ( )v x u xe=
lim ( )[lim ( )]b v xa u x= =

lim ( ) lim l ( )nv x u xe ⋅=
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( ) 2
1

0
3  sinlim cos x

x
x

→
例 求

2

20

1
12lim
2x

x

xe e→

−
−

= =

( )2
1

0
  

ln cos
sinlim

x
x

x
e

→
=解法一：原式

1∞型

( )
20

ln cos
lim

sinx

x
xe →=

( )
20

1 1ln
lim

cos
x

x
xe →

+ −

=

20

1cos
lim
x

x
xe →

−

=
( ) 0xϕ →当 时： ( ) (1 )ln( ) ~x xϕ ϕ+
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( ) 2
1

0
3  sinlim cos x

x
x

→
例 求

2

20

1
12lim
2x

x

xe e→

−
−

= =

( )
21

0
1

1

  11 c

co

o
n

s

s
si

li c sm o

x

x
x

x
x −

−

→

 
 = +  −

 
式解 原

1∞型

( )
20

1

0

1
11 1

coslim
s

o
n

c
i

scol m si
x

x
x

x
xx

→

−

−

→

 
 = +  −

 

20

1coslim
sinx

x
xe →

−

=
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1 .
a

=

( )04   ln lnlim
x a

x a a
x a→

−
>

−
例 求

   
ln

lim
x a x a

x
a

→ −
=原式解

11ln
lim
x a

x
a

x a→

 + 
 

−

−
=

lim
x a

x
a

x a

a

→
=

−

−
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1.8.3 函数的间断点

1.间断点的定义

( )0 01( ) ( ) ( ) ff x U x x D∈在 内有定义

( )0 02( ) lim ( ) ( ), ( )
ox x

f x f x f x− +

→
存在 都存在且相等

0
03( ) lim ( ) ( )

→
=

x x
f x f x

0, ( )x f x若三者有一不满足 则 为 的间断点。

定义1.8.4 若函数f(x)在x0点处不连续，则称 x0

为函数f(x)的间断点。

注 由定义1.8.1知，函数 f(x)在x0点处连续，需满足

以下条件：
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2. 间断点的分类

定义1.8.5 设点 x0 是函数 f ( x ) 的间断点，

(1)如果 f－( x0)与 f＋( x0)都存在，则称点x0是函

数 f (x)的第一类间断点；

(2)凡不是第一类间断点的任何间断点称为第

二类间断点。



32

2 4  25
2

( ) xf x x
x
−

= =
−

讨论 在 点的例 连续性。

解 函数在 x=2 没定义, 故在 x=2不连续，但

2

2

4 4
2

lim
→

−
=

−x

x
x

左右极限都存在且相等的间断点，我们称
其为可去间断点。

,2
2,4
2),(

)(~
点连续在则 =





=
≠

= x
x
xxf

xf

2 4xy = =若补充定义
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1 0
0 0 0

0
6 

1

,
( ) ,

,

x x
f x x x

x x

− <
= = =
 + >

讨论 在 点的例 连续性。

( )
0

0 1 1( ) lim ,
x

f x
−

−

→
= − = −解

左右极限都存在但不相等 ，故极限

不存在，所以x＝0是函数的间断点。
0

lim ( )
x

f x
→

从图形上来看，函数在此

处发生了跳跃，我们称之

为跳跃间断点。

( )
0

0 1 1( ) lim
x

f x
+

+

→
= + =
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2
7 tany x x= =

π
讨论 在例 点的连续性。

2

lim tan
π

→
= ∞

x
x

0 0  ( ) ( )f x f x− +或注 只要

为无穷大，

解

所以 是函数 y＝tanx的间断点，称

为无穷间断点。
2

x
π

=

x0都称为无穷间断点。
1.5 2 2.5

-60

-40

-20

20

40

60
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18 0siny x
x

= =讨论 在 点例 的连续性。

0

1  0limsin , ,
x

x
x→

= 不存在 且在 左右函数振荡解

10 sin∴ = =x y
x

称 为 的振荡间断点。

-0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6

-1

-0.5

0.5

1
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可去型
第
一
类
间
断
点

o

y

x

跳跃型

无穷型 振荡型

第
二
类
间
断
点

o

y

x0x

o

y

x0x

o

y

x0x

小结 间断点分类
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39  22
( )f x

x

=
−

讨论函数 的例 间断点。

( )0 1x x f x∴ = =， 为 的间断点。

1 1

31
2 2

: lim ( ) lim ,
x x

xx f x
x→ →

= = = ∞
−

对

    
0

, ,
x =

找间断点时 不可先将函数表达式变形

否则失去 为

注

间断点。

0 0

30 0
2 2

: lim ( ) lim ,
x x

xx f x
x→ →

= = =
−

对

( )0  1 ,x x f x= =观察知 ， 时 无定义解

0 ( )x f x∴ = 为 的可去间断点。

1 ( )x f x∴ = 为 的无穷间断点。
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1
   2

1
1

1
0

cos ,
( )

,

x x
f x

x x

 ≤= 
 − >

π
讨论例 的连续性。

1
2

, ( ) cosx f x xπ
< =解 当 时 无间断点，

1 1, ( )x f x x> = −当 时 无间断点，

1:x = −对
1

lim ( )
x

f x
−→−

1x∴ = − 是其跳跃间断点
1

lim ( )
x

f x
+→−

1
1lim

x
x

−→−
= −

1
1 2lim( ) ,

x
x

→−
= − =

1
0

2
lim cos

x
x

+→−
= =

π

1:x =对 1( )f − 0,= 1( )f + 0,= 1 0( )f =

1( )f x x∴ =在 点连续
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(2)分段函数的分段点是可疑间断点,讨论左右极限

要慎取函数表达式。

(3)讨论函数连续性,须指出函数在某些区间内连续。

注 (1) 使函数无定义的点，即自然定义域外的点,
必然是间断点；

1 1 1( ) ( ), , ,f x x−∞ − − +∞ = −故 在 及 )内连续 为[ 其

跳跃间断点。

1
   2

1
1

1
0

cos ,
( )

,

x x
f x

x x

 ≤= 
 − >

π
讨论例 的连续性。

1x = − 是其跳跃间断点 1( )f x x =在 点连续

1 1( ) ,( ,)f x −∞ − ∪ − +∞不能说 [： 在 )内连续

1 1( ) ( )f f+− = −
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判断间断点的步骤：

1. 找出无定义点和可疑间断点（如分段点）

0 0

lim ( )2 lim ( ).
x x x x

f x f x
+ −→ →

求出 和

4.
∞




无穷间断只要有一个为 ：
若有一个不存在：

其

点

振荡间断形 点它情 ：

0

0

( )
3. ( )

f x
f x

 ≠
 

= 



或无定义：
相等

两个都存在： ： 连续点

可去间断点

跳跃间断点不相等：
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